Agregation de mockles

Philippe BESSE

Laboratoire de Statistique et Probalgéit
UMR CNRS 5583
Universie Paul Sabatier Toulouse Il

besse@math.ups-tise.fr
www.Isp.ups-tise.fr/Besse



Jourrée IS2 2003 Apprentissage statistique

1

Introduction

1.1 Apprentissage

Supervig vs. non-supervis

Discriminationvs. régression

Modélisation (explicativeys. Apprentissage (j@dictif)
Statistiquevs. Data Mining

Choix de néthode et estimation de I'erreur

Choix de moele :équilibre biais-variance

Choix de moele : ®lectionvs.régularisation
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1.2 Strategie

1. Extractionavec ou sanschantillonnage

2. Exploration(valeurs atypiques, inc@nences, transformations)

3. Partitionde I'echantillon (apprentissage, validation, test)

4. Pour chacune deméthodesconsicerees : moéle lineaire gréral,
discrimination paramtrique ou non paraétrique, k& plus proches voi-
sins, arbre, @seau de neurones, support vecteur machine, combinaisc
de moctles (bagging, boosting).

- Estimerle mockle pour une valeur doge
d’'un paranétre decomplexié
- Optimiserce paramtre gchantillon de validation)

5. Comparaison des metksoptimaux obtenusgchantillon test)

6. Iltérationéventuelle (& 5)

7. Choix de la nethode

e Enjeux :rechercher umockle parcimonieux
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2 Arbres binaires
2.1 Introduction

Classification and regression tre€5ART)
X7 explicatives quantitatives ou qualitatives,
Y quantitative regression trep
Y qualitativeam modalies{7;;¢/ = 1...,m} : classification tree
Objectif : construction d’'unarbre de écisionbinaire simplea in-
terpeter.

e Méthodegalculatoires peu d’hypotleses mais beaucoup de dées.
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2.2 Construction d’'un arbre binaire
2.2.1 Principe

Déterminer uneaquencetérativede nceuds
e Racine: nceudnitial ou ensemble deé&chantillon.

e Nceud choix d’unevariableet d’unedivision; sous-ensemble auquel
est appligée unalichotomie

e Division: valeur seuibu groupes des modadis

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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Exempleclémentaire d’arbre deé&ktision.

Revenu < 10000 Revenu > 10000

Choix necessaires
1. Criterede la “meilleure”division parmi cellesadmissibles
2. Reglede nceud terminalfeuille;
3. Regled’affectationa une classé&, ou une valeur dé&’.
Obtenir ensuite un made parcimoniewparélagage(pruning) de l'arbre.
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2.2.2 Critere de division

Division admissible descendantg ().
X7 réelle ou ordinale {c; — 1) divisions possibles.
X7 nominale 2(%~Y — 1 divisions.
Fonction dhéterogereite D;,d’'un nceud
1. Nulle : une seule modaktdeY ouY constante;
2. Maximale: modalies deY” equiparties owgrande variance
Notations
e L :numéro d'unnceud
o (k+1)et(k+2)lesnceuds fils.
L algorithmeretient ladivision rendantminimalesD ;. 1) + Dj.12).
Chaquectapek de construction de dirbre:

ma Dy, — (D1 + D
(divisions d&isj—15} " (D) + Dig2))

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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2.2.3 Regle d'arrét

Un nceuddonre, estterminalou appek feuille, lorsqu’il esthomogene:
e plus departitionadmissible ou
e nombred’observations irdrieura unseuil

2.2.4 Affectation

e Y quantitative la valeur est lanoyenne des observations

e Y qualitative chaque feuille est affee¢ a une class€, deY en
consicerant lemode conditionnel

e l|a classe lanieux repésenkedans le nceud;

e |a classe posterioria plusprobablesi desa priorisont connus;;

e la classe lanoins caiteusesi descolits de mauvais classemestnt
donres.
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2.3 Criteres d’homogeneite
2.3.1 Y quantitative
“Variance inter clas$eu “desordré desbarycentres

A= n1n2(,u.1 - M.z)Q

Objectifa chaguetape : maximiseA.

e Chercher ladivisionrendant le test dEisherle plussignificatif pos-
sible.

e Critereéquivalenta ladevianced’un moctle gaussien.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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2.3.2 Y qualitative

e Fonction d’leterogereité : entropie critere deconcentratiorde Gini
ou statistique dtest duy?.

e L entropieest le terme déévianced’un modele multinomial
Y qualitativea m modali&s ou catgories] numeroges/ = 1,...,m.
L’arbre induit unepartitionou n ;. est I'effectif du keme noeud.
Probabilie qu’un élement dukeémenceudappartienneé la/eme classe de
Y.

pa. = P[T; | k| avec Zm{: = 1.
(=1
Désordredu keme noeud, oantropie (conventior) log(0) = 0). :

D= =2 nxpulog(pu)-
=1
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Heterogereité ou desordre de lpartition:

D= Z Dy = =2 Z Z n41pok og(pe).

k=1 (=1

Quantig positiveou nulle,nulle ssi les probabilgésp,;, sont toutes nulles
sauf uneegalea 1.

e 1. effectif obsere de la/eme classe dans k&eme noeud.

e Unnceudk est un sous-ensemble dédhantillon d’effectifn., = > " | n,

K m

— —ZZank log Mk _ p.

k=1 (=1
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e Lesprobabiliés conditionnellesont kfinies par laegle de Bayes
lorsque les probabilisa priori 7, sont connues.

e Sinon, legprobabiliesde chaque classe sa#tineessur I'echantillon
et donc legrobabiliés conditionnelles’estiment par despports d’ef-
fectifs :

pe.  €estestinke par ny./n,;.

e Descolts de mauvais classemannus conduiserd la minimisa-
tion d’'unrisque bagsien
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2.4 Elagage
Recherche d’un masle parcimonieux
2.4.1 Construction de la #quence d’arbres

Complexie d’'un arbreA :
H(A) = nombre de feuilles d4.
Qualite dediscriminationde A :

ou D,(A) : nombre demal clasésou dévianceou le colt de mauvais
classement de la feuille.
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Critere de qual#é pénali€ par lacomplexie:
C(A) = D(A)+~H.

Poury = 0: Amax= Ay minimiseC(A).
Lorsquey croit, la division deA, dont I'amelioration deD est inkrieure
a~y, est annude ;ainsi
e deux feuilles sont regro@es Elaglees,
e le noeud pre devienterminal
e Ay devientdy_;.
Apresiterationdu pro@ce :

Ama)(: AH D) AH_l DI 'Al

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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2.4.2 Recherche de I'arbre optimal

e Construction de I'arbre maximal,ax.

e Construction de lasquencedy ... A; d’arbres embités.

e Estimation sans biai®¢hantillon de validation ou validation crés)
des eviancesD(Ak), ..., D(Ay).

e Repésentation dé(Ay) en fonction de: ou de~.

e Choix dek rendantD(Ay) minimum.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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2.4.3 Exemple : marketing bancaire

| Identif. | Libell& | Identif. | Libell& \
matric | Matricule (identifiant client) gcred Moyenne des mouvementsditeurs en Kf
sexec | Sexe (qualitatif) dmvtp | Age du dernier mouvement (en jours)
ager Age en anBes boppn | Nombre d’ofrationsa M-1
famil Situation familiale facan Montant factue dans I'anée en francs
(Fmar : marg, Fcel : €libataire, Fdiv :divoré, Igagt Engagement long terme
Fuli :union libre, Fsep :&paké de corps, Fveu :veufyienb Nombre de produits contrats vie
relat Ancienneé de relation en mois viemt Montant des produits contrats vie en francs
prcsp Catgorie socio-professionnelle (code num) uemnb | Nombre de produitépargne mogtaire
opgnb | Nombre d’'ofrations par guichet dans le mois | xIgnb Nombre de produits &pargne logement
moyrv | Moyenne des mouvements netéditeurs xlgmt Montant des produits @pargne logement en frang
des 3 mois en Kf ylvnb Nombre de comptes sur livret
tavep Total des avoirg€pargne mogtaire en francs ylvmt Montant des comptes sur livret en francs
endet | Taux d’endettement rocnb Nombre de paiements par carte bancaiid-1
gaget | Total des engagements en francs jntca Nombre total de cartes
gagec | Total des engagements court terme en francs | nptag Nombre de cartes point argent
gagem | Total des engagements moyen terme en francs| itavc Total des avoirs sur tous les comptes
kvunb | Nombre de comptes vue havef Total des avoirgpargne finanere en francs
gsmoy | Moyenne des soldes moyens sur 3 mois dnbjd Nombre de jours cebita M
carvp Possession de la carte VISA Premier

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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Carte Visa : choix du nombre de feuilles garhantillon de validation (SEM, 2001).

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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>= 3.676221

< 2.602003 >= 2.602003

< 2 673554 >= 2 673554

|< 2970086 | >= 2970086 |

IﬁﬁCNRS S
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296/869
moyrvqgq:M0,M1

98/581

pcspq:Pcad,Pint dmvtpqg:D1
pcspqg:Pemp,Pouv,Psan dmvtpq:D0,D2

@ Cnon Coui

moyrvq:M2

277382 17/85 227203
dmvtpq:D1 uemnbq:UO,U1l
dmvtpq:DO0,D2 uemnbqg:U2
Cnon Cnon
3/72 59/12 9/266
sexeq:Sfem dmvtpq:DO
sexeq:Shom dmvtpq:D1,D2
Cnon @ @ Cnon
6/34 31/93 9/19 8/97
relatq:rO rocnbq:RO
relatq:R2,r1 rocnbq:R1
Coui Cnon Coui
11/54 19/39 1/10 0/9
moyrvq:MO
moyrvqg:M1
Cnon Coui

3717 6/22 ©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Univegsitaul Sabatier
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3 Agréegation de mockles

3.1 Introduction

Straégies adaptative®osting ou akatoireslpagging.
Combinaison owagregationde moeales sansur-ajustement
Apprentissage machinen@chine learninget Statistique.
Comparatifs heuristiques et progigs tleoriques.

Baggingpourbootstrap aggregatin@reiman, 1996),
e foréts akatoires fandom foresfs(Breiman, 2001),
e boosting(Freund et Shapiro,1996¢terministe eadaptatif

e Toute nethode de maoglisationnon lineaire

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.2 Famille de mocdkles aéatoires
3.2.1 Bagging

Principe et algorithme

SoitY une variablea expliquer quantitative ou qualitative,

X1 ..., X" les variables explicatives,

¢(x) un mockle fonction dex = {z',... 27} € RP.

z = {(x1,%1),- -, (Xn, y) } €chantillon de loiF’ et de taillen.
o ()= EF@Z) estimateur sans biais de variance nulle.
e B échantillons indpendants$z;,};,—; s

e Y quantitative pp(.) = %Zle $Zb(.) (moyenne),

e Y qualitative :gEB(.) = argmax; card{b | 5%(-) = j} (vote).
Principe: Moyennerdes pedictions inépendantes pougeduire la va-
riance.

e B échantillonsndépendantsempla@s parB replicationsbootstrap

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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ALGORITHME 1 : Bagging
e Soitx, a prévoir et
o z={(x1,11),..., (X, y,)} unéchantillon
e Pour b=1a B Faire
— Tirer un échantillon bootstrag; .
— Estlmergbzb(xo) sur I'échantillon bootstrap.
e Fin Pour

Calculer!’ estlmatlonmoyennebg(xo) 5 Zb 1¢Zb(x0) ou le résultat
duvote

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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Utilisation

e Estimationbootstrap out-of-bade I'erreur de pediction :
contidle de laqualite et dusurajustement

e CART pour construire une famille drbres binaires

e Troisstrakégiesd’élagage sont alors possibles :
e garder urarbre complepour chacun deschantillons,
e arbre d’'au plug feuilles
e arbre compleélagle par validation croige.

Premere straégiecompromis entre calculs et qué&litle pediction :
faible biaisde chaque arbre garianceréduite par agrgation.

Probemes
e temps de calcul et coritle de l'erreur,
e stockage de tous les melds de la combinaison,
e mockleboite noire

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.2.2 Folets akatoires

Algorithme

e Amélioration dubaggingdes Moales CART (arbres binaires),

e ajout d'unerandomisatiorpour rendre les arbres plusdependants
e choixraléatoiredes variables.

Intérét : situationshautement multidimensionnelles

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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ALGORITHME 2 : Foréts akatoires
e SoOitx( a prévoir et
o z = {(x1,y1),---,(Xn,y,)} unéchantillon
e Pour b=1a B Faire
— Tirer un échantillon bootstrag;
— Estimer un arbre avec randomisation des variables :

1. Si pgrand, larecherche de chaqumeesud optimatst pecede d’'un
tirage aleatoired’un sous-ensemble deprédicteurs

2. Sinon , tirer ¢; ~ 3 variables explicatives puis construige” prédictel
par combinaisons ligaires avec des coefficientmiformessur
0, 1].
e Fin Pour
Calculerl'estimationmoyenneds(xg) = + 37, | ¢, (xo) ou levote

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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Elagage

e Arbres de tailley réduite voire triviale 3 = 2 (stump.

o La stlectionaleatoiredes pedicteurs ¢ = /p) accrat la variabilite.

e Chaquemockle de basest moins performant maisagegationest
performante.

e Evaluation ierative de I'erreuput-of-bag

Interpiétation: graphe d’un indice proportionnallimportance de chaque
variable.

e Moyenne sur toutes les observations ddderoissancde leurmarge
lorsque la variable estieatoiremenperturkee.

e Marge d’'uneobservatiorn proportion de votes pour haraie classe
moins lemaximum des proportiordes votes pour les autres classes.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.3 Famille de moales adaptatifs
3.3.1 Principes duBoosting

e Améliorer les comptences d’'urfaible classifieu(Schapire, 1990;
Freund et Schapire, 1996).

e AdaBoost(Adaptative boostingprédiction d’'une variable binaire.

e L classes, prokimes de&gression, irdrét pratique.

e Réduire lavariancemais aussi Idiaisde pediction.

e Meilleure nethode bff-the-shelf.

e Agrégation d’'une famille de madesrécurents
Chaquemockle est une versiomadaptativedu precedent en donnant plus
depoids lors de I'estimation suivante, aux observatiomsl ajusées

e Variantes: type de la variablea pdire (binaire k clases, &elles),
fonction pertgrobustesse).

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.3.2 Algorithme de base
¢ : fonction de discriminatiod —1, 1}.

ALGORITHME 3 : AdaBoost(adaptative boostingdiscret
e So0itx( a prévoir et
oz = {(x1,91),---,(Xs,yn)} Unéchantillon
e Initialiser les poidsw = {w; =1/n;i=1,...,n}.
e Pour m =1a M Faire
— Estimer),, sur I'échantillon ponéré parw.
— Calculer le taux d’erreur apparenté, = ==L wg;‘sﬁf:#yi}.
— Calculer les logit :c,, = log((1 — &,)/E,).
— Nouvelles pongérations :w; < w;. exp [¢;, 1{0(x;) # vi}];i=1,... n.
e Fin Pour
Réesultatdu vote ¢y () = signe SV (@)

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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e Arbre commemocklede base.

— Avecq = 2, AdaBoostmieux qu’unarbresophistigi.

— Recommandationg entre 4 et 8.
e Variantes AdaboostM1, M2, MH ou encore MR. Schapire (2002).
e Composantealeatoire: Arcing (Breiman, 1998)

3.3.3 Pour laregression

e Algorithme de Drucker (1997), psentation de Gey et Poggi (2002)
e Freund et Schapire (1996) ont propdsdaboost.R
e Friedman (2002) propose MART.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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ALGORITHME : Boosting pour la regression
e Soitx, a prevoir etz = {(x1,41), - - -, (X, ¥s) } Unéchantillon
e Initialiser p distribution uniformep = {p; =1/n; i=1,... ,n}.
e Pour m =1a M Faire
— Tirer avec remise dansun echantillonz’, suivantp.
— Estimerg,, sur I'echantillonz*,.
— Calculera partir de lechantillon initialz :

ln(1) = Q(yi,ggm(xi)> i=1,...,n; (Q :fonction perte

—~

Em = sz'lm(i); w; = g(1n(7))pi-

— Calculer les nouvelles probabéd :p; <«
e Fin Pour
e Calculerg(x,) moyenne oumédianedes pevisionse,,(x,) poncerees
par des coefficientsg(

wj
Do wg”

)

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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e () peutétre exponentielleguadratiqueou la valeur absolue.
o L, =sup,_y__,Ln(i) maximum de 'erreur obseee par le moele

o, sur 'échantillon initial.

g(lm(i)) = F O/ En (1)
avec (3, = % (2)

e Algorithme aréte ou einitiallisé a des poids uniformes si I'erreur se
degrade trop : st,, < 0.5L,,.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.3.4 Mockle additif pasa pas
Approximationde ¢ par unmockle additifpasa pas (Hastie et col., 2001).

R M
¢(£IJ) - Cmé(w3 me)

m=1

¢, €St un paramtre,
o le classifieur de base fonction aeet dependant d’'un paragtre~,,,,
¢ une fonction perte.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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ProbEme;

(Cms> Ym) = argmin > " QWi, du-1(@) + cd(xi;7));
=1

$m(w) = q?m_l(w) + ¢nd(x; 7, ) ameliore I'ajustement grcedent.
¢ binaire,Q(y, ¢(x)) = exp[—yo(x)].

n

Resoudre (c,,7,) = argmin » _exp [_yiﬁ/gm—l(wi)+05<wi;7) ;
(e) “5

= argmin w;" exp [—cy0(x;;
g (CM; [—cyid (@i v)]

avec w; = exp|—y;Oom_1(x;)];

w; ne cependant ni de ni de~ : “poids fonction de laqualite de I'ajus-
tement pecdent.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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Solutiondu probEme de minimisation en dewtapes :
Recherche dalassifieur optimapuisoptimisation du paragtre~y.

n

Ym = argmvinZHyZ- # 0(@i;7)}
i—1
1 1-£
m —1 F
% 5 log 3

avecE, erreur apparente degaiction ; lesw; sont misa jour avec :

wz-(m) = wgm_l) eXpl—Cp).

Adaboostapprochep pasa pas par uimockle additif en utilisant une
fonction perte exponentielle
D’autres fonctions perte@bustessemais algorithmes plusompliges

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.3.5 MART

(multiple additive regression tree@-riedman, 2002)
Modeles: arbres deégressioravec fonction pertdiff érentiable
Principe:

e Construire unesequencede mockles de sorte ga’ chaqueetape
chaguemockle ajou€ a la combinaisonapparaisse comme yasvers
unemeilleure solution

e Ce pasest franchi dans la direction dgradient approcke par un
arbre de egressionde lafonction perte

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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ALGORITHME 4 : MART (Multiple additive regression tregs
e Soitx, a prévoir

e |nitialiser q/go = argmin, > . ; Q(yi, )

e Pour m =1a M Faire

3 | Qi)
Calculerr;,, = [ do(x;) L S

— Ajuster un arbre de&gression auxmz donnant les feuilles owegions
terminalesRk;,,;j =1, ..., Jp.
— Pour m =1a M Faire
— Calculer~;,,, = argmin, Zwieij Q(Yi, Om-1 + 7).
— Fin Pour
- MiSGéjOUf : ¢m(w) - ¢m(w) Z] 1 ijl{w < R]m}
e Fin Pour
e Résultat : ¢/ ().

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.3.6 CompEments

Sur-ajustement

e Nombre d’ierations confilé par uneéchantillon de validation

e Coefficient deétrecissemenbutauxd”apprentissage”.
Interptétation

e ProbEme :interpetabilite

e Critere dimportance relativeles variables.

e Pour chaque variablg a partir des valeursl;)f.(l, b), calcukes pour
chaque nceutlde chaque arbre

e Deécroissance optimale a@ievianceproduite par la segmentation as-
sockea cenceudpar le choix de lasariablej.

e Valeurs sonsomrmeespar arbre sur 'ensemble des noeuds puigenree:
sur 'ensemble des arbres.

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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Proprétés

e Ce type d’algorithme, fait mieux queaSymptotique

e Empiriqguement, I'erreur de pdiction continueé decrdtre apres que
I'erreur d’ajustement se sainnuler

e Approche stochastique: méme aterministe, I'algorithme simule
unedynamique markovienn@lanchard, 2001).

e Procdure doptimisation global@ar une nethode de gradient (Fried-
man, 2001).

e La probabilie d’erreur duboostingconverge avea vers celle du
classifieur bagsien(Lugosi et Vayatis, 2001).

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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3.4 Application
3.4.1 Logiciels

www-stat.stanford.edu/ jhf/MART.html
www.research.att.com/“schapire
www.stat.Berkeley.edu/users/breiman/
ou avec R www.r-project.org
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3.4.2 Resultats comparatifs

Fraction
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Evolution du taux de mal clags en fonction du nombre d’arbres dans la combinaison deeed
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