Quand les donrees sont des courbes

Philippe BESSE

Laboratoire de Statistique et Probalgéit
UMR CNRS 5583
Universie Paul Sabatier Toulouse Il

besse@math.ups-tise.fr
www.Isp.ups-tise.fr/Besse



Jourrée IS2 2003 Apprentissage statistique 2

1 Introduction

e ProbEmesnaturellement de plus en plirequents

e Historique: méteorologie, chimioratrie, traitement du signal...

e Bibliographie: Deville (1974), Dauxois et pousse (1976), Besse et

Ramsay (1986), Ramsay et Silverman (1997) ...

e Specificite 1. naturefonctionnelleou non des doraes,
—basede repésentation (Fourier, splines, ondelettes, fonctions propt
— lissagedes courbes ouabruitage du signal,
— complexit des outils matbmatiques

e Specificite 2. tres fortedimensionnali.

e Exploration(ACP) puismocklisation
e Intérétde la demarche sur des exemples.
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150

100

50

Trois exemples de courbeédativant la pluviongtrie mensuelle durant 2 ans.
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Enregistrement 7860
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Chromatogramme d’un jus d’orange.
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2 EXxploration
2.1 ACP de courbes bruites

2.1.1 Donrees

e n trajectoiresy;,obserees ernp d’instantsty, . .., 1,
e n répetitions incependantes d’un meéte de egression non-paratrique

Tj = Z(tj) + €5, E(&‘j) = O, E(&“jé‘k) = 025/.{;, j,k = 1, ey P
a<t <tya<..<t,<b
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2.1.2 Mockle et estimation

e Estimationsimultareeden régressions non paraatriques
e contraintegle regularié etde dimension :

( E(€L) = ( et E(€Z'€Z') = 0'2]:,
= Z; > inconn

X; = zi + €i; avecd © iconnue (0 >0) )

i=1,...,n x; indépendantde,, /' =1,...,n,

x; € A, p.s. et |x)]>, <c p.s.

\

Z;,

n
min > w (|lz; = xillf + € |1zil) 7 € 4, , dimA, =g
7 i=1
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PROPOSITION1. — La solution du proldme est dorée par :
/Z\Z' = Aé/zf)qAépXZ' + Agi , 1= 1, .o, n.

La matriceP, = V,V| est la projection orthogonale sur le sous-espace
E, engende par lesqg vecteurs propres de la matrice

A,’SA)”
assoces auxg plus grandes valeurs propres.

e Interpolation spline des valeurs de

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier



Jourrée IS2 2003 Apprentissage statistique 8

Solutionéquivalente :
e D.V.S.de(XA}” I,D)
e donc diagonalilsation dAi/QSAi/Q.
e Trajectoires projetes sur Vect.

~ 1/2 :
v, = A/ v, J7=1,...,q

e Trajectoires estifpesz; se cecomposent de masreéequivalente sur
labaseA; '-orthonornée deg v, } par projection des doées transforides
Ax;

q
22’ = Ag)_(—f- E <Vj,AgXZ'>A€—1 V.
J=1

e Dimensionet parangtre ddlissage optimiser un criére destabilite.
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2.2 Exemples : ACP de eries climatiques
2.2.1 ACP des pécipitations
e Donrees : 130 courbes degmipitations mensuelles sur deux ans.

-0.2 0.0 0.2 0.4

-0.4

-0.6

Trois premeres fonctions propres de I'ACP classique.
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Stabilitt du sous-espace de projection.
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Cing premeéres composantes principales.
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2.2.2 ACP de temg@ratures

e Donrées : tempratures centrales en Angleterre depuis 1659.
e Moyennes mensuelles de plusieurs villes.

2 7 B 1o

nor 6
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7
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3

3.1

Modeélisation de donrees fonctionnelles
Introduction

Naturefonctionnelledes donees comme pouwxploration
Dimensionnalié : colinéari€, conditionnement, identifiabidt
— Régression sucomposantes principal¢gl Nifo).

— Régularisatiorcomme erridge.

— RegressiorPLS.

— Sélectionde fonctions de base (chromatogrammes).
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3.2 Modele lineaire et extensions

Ramsay et Dalzell, 1991 ; Hastie et Mallows, 1993).
soit (X, Y) un couple de variablesé&atoiresa valeurs dang/ x R

FlY|X =2x] = /01¢(t)x(t) dt, r € H,

Y € H coefficient de ggression fonctionnel estimer.
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3.2.1 Mockle linéaire fonctionnel

e ['I'opérateur de covariance dé
e A l'opérateur de covariance crésde( X,Y).

Aw = / EX(OV]2(t)dt @ € H.

On verifie :
A = VT,

ouV(x) =<1,z >.
ProbEme: inverserl’
Solutions;

e Dans I'espace enger&par les; premiersvecteurs propre@ACP).

e Reégularisatiorcomme en&gressiomidge.
Soitunéchantillonx;, y;), i = 1,...,noux; = (z;(t;), j=1,...,p) e R?
obtenu par dis@&tisation de la fonction ou courhe.
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3.2.2 Regression sur composantes principales

Bit) = AT,

e Les composantes principalgs;, v;); . = z;Nv; sont les variables

explicatives
2

n q
: /
BHSR% g W Y}—g Biz;Nv;
J=1 J=1
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3.2.3 Approche par gnalisation
Hastie et Mallows (1993), Marx et Eilers (1999)

min ;w (Y — 9'Nx;)* + £ w3,

n};n P'NSN — 2 ' NZ'DY + ( 1p'Map.
La solution sécrit alors
¥ = (NSN + /(M) 'NZ'DY.

e Choix du pararatre ddlissage
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3.2.4 Mockle lingaire genéral et autres extensions
Marx et Eilers (1999)

EY|X=a]=g ' (<¢,2>), aeH.

ou ¢ est la fonction lien de type logit, log, ...
e Vraisemblance @nali€e :

=1
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3.3 Prevision fonctionnelle
3.3.1 Probkeme

Bosq (2000), Besse et Cardot (1996) et Besse et coll. (2000).
e (X})cr decoug en intervalles,
e (Z,)nez, avaleurs dangl = L?|0, 1]
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3.3.2 Mockle ARH(1)

e (Z,);cz processuauto-egressif hilbertienlu premier ordre d’egrance
a € H et d’operateur d’auto-coalationp :
.\V/’ZEZ, ZZ'—CL:,O<ZZ'_1—GJ)+€Z'.
>_n>1 1P| < 4o0.
{e;} est cente i.i.d. dansH de variance finie,
E ||¢)||5, = 0? < +00.
E(Zi+1‘ZZ‘7 Zz’—l; .. ) — a = p(Zz - CL) . 1 € 4.
F=E((Y;—a)® (Y;—a)) etA=E((Y; —a) ® (Y;;1 — a)) vérifient :

A = pl.
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e Inverserl pour estimep.
e Régression sutomposantes principales
e papprocle dans la base engegérpar les prerares fonctions propres

del: .
pls,t) = Z Z 570 (E)vj(s)
j=1j'=1
mlnlyn‘ ! p (z(t)—z(t~))2+€”D23H2
él_qun.Jp.J t\"] t\"] v 12
1=1 7=1
R 1 n R 1 n—1
Lpo=—) XN, Ay=—o > XiaXN
1=1 1=1
~—1 ~
o 80|t1“q£, I'inverse generallse deI‘qg Po=T,0 Ay

e Previsiondez, i :7z,.1 = pq’gxn + Az.
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3.3.3 Prvision d’El Nino

Temperature
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Temperature
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Comparaison de I'ange 1986 de El Nio avec diftrentes pevisions.
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Comparaisons des erreurs quadratiques et erreurs absolues relativegdsipn sur la griode 1987-1996.

El Niflo index | S. Osc. index
Predicteur EQMP| EAMR | EQMP| EAMR
Climat. 0.73] 25%| 091 6.3%
SARIMA 1.45 3.7%| 0.95 6.2%
Noyau 0.60] 2.3%| 0.87| 6.1%
Noyau fonct.| 0.58| 2.2%| 0.82| 6.0%
ARH(1) lisse| 0.55 2.3%| 0.78 5.8%
ARH(1) local| 053, 2.2%| 0.82] 5.8%
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3.4 Modelisation par arbre
3.4.1 Objectif

Besse et Farkas (2003)
e Discriminer des jus d’orange @sence/absence de pasteurisation.

Enregistrement 7860

30
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Temps d’elution (minutes)
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e Quellebase Fourier, fonctions propres, splines ou ondelettes ?

e Quelles nethode daliscrimination analyse discriminanteggression
logistique, k£ plus proches voisinsgseaux de neurones, arbres binaires
(CART)...

e Dimensionnalié : 6912 mesures pour 64 courbes
ProbeEme ddocalisationdu pic : ondelettes.

Comparaison des @thodes d&gélection:
Pro@&dure de comparaiso(fois)

1. extraction akatoire d’'unéchantillon test
2. estimationdu mockle sur l'autre partiegpprentissage

3. optimisationdu mockle par validation croee (€lection de variable
ou élagage),

4. estimation de Brreursur I'echantillon test

(@©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — UnivegsRaul Sabatier
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e Echec de laégression logistique
e Grande instabilé d’'unarbrebinaire seul.
e Foret akatoireavec graphe d’'importance :

nivéde8.45a8.72
nivédel4al4.28
iv3de13.72a15.94
ivédel14.56a14.83
nivédel1.5a11.78
ivéde11.78a12.05
nivédel3.72a14
iv5de13.72a14.28
niv5de8.17a8.72
nivéde8.17a8.44

Importance des variables.
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3.5 Conclusion

e Colt/interetde la cemarche.

1. Plongementdans uespace fonctionngkplines, Fourier, ondelettes)
adapée au prol#me poé : hypotlese ou non deegularie par oppo-
sition a la pesence juge significativite desingularies

2. Recalerles courbes par une transformation noreéire de lechelle
des tempsdurve registratiol).

3. Dimensionnalié et choix de la technique de melisation ; Egularisation
(lissage), ACP ouédection.

4. Optimisationconjointe des paraeatres.
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