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1 Introduction
• Probl̀emesnaturellement de plus en plusfréquents.
• Historique: mét́eorologie, chimioḿetrie, traitement du signal...
• Bibliographie: Deville (1974), Dauxois et pousse (1976), Besse et

Ramsay (1986), Ramsay et Silverman (1997) ...
• Sṕecificité 1. naturefonctionnelleou non des donńees,

–basede repŕesentation (Fourier, splines, ondelettes, fonctions propres),
– lissagedes courbes ou débruitage du signal,
– complexit́edes outils math́ematiques

• Sṕecificité 2. très fortedimensionnalit́e.
• Exploration(ACP) puismod́elisation.
• Intér̂et de la d́emarche sur des exemples.
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Trois exemples de courbes décrivant la pluvioḿetrie mensuelle durant 2 ans.
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Enregistrement 7860

Temps d’elution (minutes)

A
bs

or
pt

io
n

0
10

20
30

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Chromatogramme d’un jus d’orange.
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2 Exploration

2.1 ACP de courbes bruit́ees
2.1.1 Donńees

• n trajectoireszi,observ́ees enp d’instantst1, . . . , tp
• n réṕetitions ind́ependantes d’un modèle de ŕegression non-paraḿetrique

xj = z(tj) + εj ; E(εj) = 0, E(εjεk) = σ2δk, j, k = 1, ..., p

a ≤ t1 < t2 < ... < tp ≤ b
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2.1.2 Mod̀ele et estimation

• Estimationsimultańeeden régressions non paramétriques
• contraintesde ŕegularit́eetde dimension :

xi = zi + εi;

i = 1, . . . , n
avec


IE(εi) = 0 et IE(εiεi) = σ2I,

σ inconnue, (σ > 0)

xi indépendant deεi′, i′ = 1, . . . , n,

xi ∈ Aq p.s. et ‖xi‖2
m ≤ c p.s..

min
zi,Aq

{
n∑
i=1

wi

(
‖zi − xi‖2

I + ` ‖zi‖2
M

)
; z ∈ Aq , dimAq = q

}
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PROPOSITION1. — La solution du problème est donńee par :

ẑi = A
1/2
` P̂qA

1/2
` xi + A`x , i = 1, . . . , n.

La matriceP̂q = VqV
′
q est la projection orthogonale sur le sous-espace

Êq engendŕe par lesq vecteurs propres de la matrice

A
1/2
` SA

1/2
` .

assocíes auxq plus grandes valeurs propres.

• Interpolation spline des valeurs deẑi.
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Solutionéquivalente :
• D.V.S. de(XA

1/2
` , I,D)

• donc diagonalilsation deA1/2
` SA

1/2
` .

• Trajectoires projet́ees sur Vect.

ṽi = A
1/2
` vj, j = 1, . . . , q.

• Trajectoires estiḿeesẑi se d́ecomposent de manièreéquivalente sur
la baseA−1

` -orthonorḿee des{ṽj} par projection des données transforḿees
A`xi :

ẑi = A`x̄ +

q∑
j=1

〈ṽj,A`xi〉A−1
`

ṽj.

• Dimensionet param̀etre delissage: optimiser un crit̀ere destabilit́e.
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2.2 Exemples : ACP de śeries climatiques
2.2.1 ACP des pŕecipitations

• Donńees : 130 courbes de précipitations mensuelles sur deux ans.
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Trois premìeres fonctions propres de l’ACP classique.
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Stabilit́e du sous-espace de projection.
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Cinq premìeres composantes principales.
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2.2.2 ACP de temṕeratures

• Donńees : temṕeratures centrales en Angleterre depuis 1659.
• Moyennes mensuelles de plusieurs villes.
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3 Modélisation de donńees fonctionnelles

3.1 Introduction
• Naturefonctionnelledes donńees comme pourexploration.
• Dimensionnalit́e : colinéarit́e, conditionnement, identifiabilité.

– Régression surcomposantes principales(El Niño).
– Régularisationcomme enridge.
– RégressionPLS.
– Sélectionde fonctions de base (chromatogrammes).
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3.2 Modèle linéaire et extensions
Ramsay et Dalzell, 1991 ; Hastie et Mallows, 1993).
soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires̀a valeurs dansH × R

IE[Y |X = x] =

∫ 1

0

ψ(t)x(t) dt, x ∈ H,

ψ ∈ H coefficient de ŕegression fonctionnelà estimer.

c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier
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3.2.1 Mod̀ele linéaire fonctionnel

• Γ l’opérateur de covariance deX
• ∆ l’opérateur de covariance croisée de(X, Y ).

∆x =

∫ 1

0

IE [X(t)Y ]x(t)dt, x ∈ H.

On vérifie :
∆ = ΨΓ,

où Ψ(x) =< ψ, x >.

Probl̀eme: inverserΓ
Solutions:
• Dans l’espace engendré par lesq premiersvecteurs propres(ACP).
• Régularisationcomme en ŕegressionridge.

Soit unéchantillon(xi, yi), i = 1, . . . , n oùxi = (xi(tj), j = 1, . . . , p) ∈ Rp

obtenu par discrétisation de la fonction ou courbexi.

c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier
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3.2.2 Ŕegression sur composantes principales

ψ̂(t) =

q∑
j=1

βjv̂j(t).

• Les composantes principales〈ẑi, v̂j〉L2 = z′iNvj sont les variables
explicatives

min
β∈Rq

n∑
j=1

wi

Yi − q∑
j=1

βjz
′
iNvj

2

.

c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier
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3.2.3 Approche par ṕenalisation

Hastie et Mallows (1993), Marx et Eilers (1999)

min
ψ

n∑
i=1

wi
(
Yi −ψ′Nxi

)2
+ ` ‖ψ‖2

2,

min
ψ
ψ′NSNψ − 2 ψ′NZ′DY + ` ψ′Mψ.

La solution s’́ecrit alors

ψ̂ = (NSN + `M)−1 NZ′DY.

• Choix du param̀etre delissage.
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3.2.4 Mod̀ele linéaire ǵenéral et autres extensions

Marx et Eilers (1999)

IE[Y |X = x] = g−1 (< ψ, x >), x ∈ H,
où g est la fonction lien de type logit, log, ...
• Vraisemblance ṕenaliśee :

max
ψ

n∑
i=1

logL(yi,xi,ψ)− ` ‖ψ‖2
2

c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier
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3.3 Prévision fonctionnelle
3.3.1 Probl̀eme

Bosq (2000), Besse et Cardot (1996) et Besse et coll. (2000).
• (Xt)t∈R découṕe en intervallesδ,
• (Zn)n∈Z, à valeurs dansH = L2[0, 1]

c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier
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3.3.2 Mod̀ele ARH(1)

• (Zi)i∈Z processusauto-ŕegressif hilbertiendu premier ordre d’esṕerance
a ∈ H et d’oṕerateur d’auto-corrélationρ :
• ∀i ∈ Z, Zi − a = ρ (Zi−1 − a) + εi.

•
∑

n≥1 ‖ρn‖ < +∞.
• {εi} est centŕe i.i.d. dansH de variance finie,
• IE ‖εi‖2

H = σ2 < +∞.

• IE(Zi+1|Zi, Zi−1, . . .)− a = ρ(Zi − a) , i ∈ Z.
Γ = IE((Yi − a)⊗ (Yi − a)) et∆ = IE((Yi − a)⊗ (Yi+1 − a)) vérifient :

∆ = ρΓ.

c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier



Jourńee IS2 2003 Apprentissage statistique 22

• InverserΓ pour estimerρ.
• Régression surcomposantes principales.
• ρ̂ approch́e dans la base engendrée par les premières fonctions propres

deΓ :

ρ̂(s, t) =

q∑
j=1

q∑
j′=1

β̂jj′v̂j(t)v̂j′(s).

min
ẑi∈Hq

1

n

n∑
i=1

1

p

p∑
j=1

(zi(tj)− ẑi(tj))
2 + `

∥∥D2ẑi
∥∥2

L2


Γ̂q,` =

1

n

n∑
i=1

x̂ix̂
′
iN, ∆̂q,` =

1

n− 1

n−1∑
i=1

x̂i+1x̂
′
iN.

• Soit Γ̂
−1

q,` , l’inverse ǵeńeraliśe deΓ̂q,` : ρ̂q,` = Γ̂
−1

q,` ∆̂q,`.

• Pŕevision dezn+1 : ẑn+1 = ρ̂q,`x̂n + A`z̄.
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3.3.3 Pŕevision d’El Nino
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Comparaison de l’anńee 1986 de El Niño avec diff́erentes pŕevisions.
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Comparaisons des erreurs quadratiques et erreurs absolues relatives de prévision sur la ṕeriode 1987-1996.

El Niño index S. Osc. index
Pŕedicteur EQMP EAMR EQMP EAMR

Climat. 0.73 2.5 % 0.91 6.3 %
SARIMA 1.45 3.7 % 0.95 6.2 %
Noyau 0.60 2.3% 0.87 6.1%
Noyau fonct. 0.58 2.2% 0.82 6.0%
ARH(1) lisse 0.55 2.3% 0.78 5.8%
ARH(1) local 0.53 2.2% 0.82 5.8%
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3.4 Modélisation par arbre
3.4.1 Objectif

Besse et Farkas (2003)
• Discriminer des jus d’orange présence/absence de pasteurisation.

Enregistrement 7860
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• Quellebase: Fourier, fonctions propres, splines ou ondelettes ?
• Quelles ḿethode dediscrimination: analyse discriminante, régression

logistique,k plus proches voisins, réseaux de neurones, arbres binaires
(CART). . .
• Dimensionnalit́e : 6912 mesures pour 64 courbes
• Probl̀eme delocalisationdupic : ondelettes.
• Comparaison des ḿethodes deSélection:
• Proćedure de comparaison (B fois)

1. extraction aĺeatoire d’uńechantillon test,

2. estimationdu mod̀ele sur l’autre partie (apprentissage),

3. optimisationdu mod̀ele par validation croiśee (śelection de variable
ou élagage),

4. estimation de l’erreursur l’échantillon test.

c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier
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• Échec de larégression logistique.
• Grande instabilit́e d’unarbrebinaire seul.
• For̂et aĺeatoireavec graphe d’importance :
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c©Philippe Besse — LSP/UMR CNRS 5583 — Université Paul Sabatier
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3.5 Conclusion
• Coût/intér̂et de la d́emarche.

1. Plongementdans unespace fonctionnel(splines, Fourier, ondelettes)
adapt́ee au probl̀eme pośe : hypoth̀ese ou non derégularit́epar oppo-
sition à la pŕesence juǵee significativite desingularit́es.

2. Recalerles courbes par une transformation non linéaire de l’́echelle
des temps (curve registration).

3. Dimensionnalit́eet choix de la technique de modélisation ; ŕegularisation
(lissage), ACP ou śelection.

4. Optimisationconjointe des param̀etres.
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Jourńee IS2 2003 Apprentissage statistique 32

Table des matìeres
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3.3 Pŕevision fonctionnelle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20
3.3.1 Probl̀eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20
3.3.2 Mod̀ele ARH(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21
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